Esercizi sulle equazioni differenziali ordinarie by Cupini, Giovanni
ANALISI MATEMATICA T-2 (C.d.L. Ing. per l’ambiente e il territorio) -
COMPL. DI ANALISI MATEMATICA (A-K) (C.d.L. Ing. Civile)
A.A.2008-2009 - Prof. G.Cupini
Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine:
lineari, a variabili separabili, omogenee, di Bernoulli
(Grazie agli studenti del corso che comunicheranno eventuali errori)
Esercizio 1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy
(a)
{
y′ = 2y + 2e−x
y(0) = 1,
(b)
{
y′ = y cosx+ sinx cosx
y(0) = 0,
(c)
{
y′ = 3xy − 2y
y(−1) = 1,
(e)
{
y′ = 3xy − 4y
y(−1) = 0, ,
(f)
{
y′ =
y
x
+
y
x(log y − log x)
y(e2) = e3,
(g)
{
y′ =
cosx
1 + sin2 x
y
y(pi) = 1.
Esercizio 2. Risolvere al variare di α ∈ R:{
y′ = ye−t − αe−t
y(0) = 100.
Determinare poi α in modo tale che limt→+∞ y(t) = 0.
Esercizio 3. Risolvere {
y′ = (−y2 + 1)y
y(0) = 100.
Esercizio 4. Siano m, q ≥ 0. Determinare le soluzioni stazionarie e non stazionarie di
y′ = (−my + q)y.
[Sol. (solo per m, q > 0): Le soluzioni stazionarie sono y(x) = 0 e y(x) = qm . Le soluzioni non
stazionarie sono
y(x) =
q
m+ cqe−qx
.
]
Esercizio 5. Determinare, se esistono, le soluzioni stazionarie di
y′ = e−2xx(2y − 1)2.
Determinare poi, se esiste, la soluzione non stazionaria tale che limx→+∞ y(x) = 0.
Esercizio 6. Risolvere il problema di Cauchy{
y′ = 2yx sinx+ y2x sinx
y(0) = 2.
Individuare poi le soluzioni stazionarie dell’equazione.
[Sol.: La soluzione del problema di Cauchy e`
y(x) =
2e−2(x cosx+sinx)
2− e−2(x cosx+sinx) .
Le soluzioni stazionarie dell’equazione sono y(x) = 0 e y(x) = −2.]
Esercizio 7. Si consideri l’equazione differenziale
eyy′ =
pi
2
e2y + 1
(1 + x)3
con x ≥ 0.
(a) Determinarne le soluzioni,
(b) Sia y¯ la soluzione tale che limx→+∞ y¯(x) = +∞. Determinare y¯(0).
[Sol.: (a) Le soluzioni sono
y(x) = log(tan(− pi
4(1 + x)2
+ c)) c ∈ R
(b) Se si vuole limx→+∞ y¯(x) = +∞ deve essere c = pi2 + kpi, k ∈ Z. Dunque, dalla periodicita` di
periodo pi della funzione tangente,
y¯(x) = log(tan(− pi
4(1 + x)2
+
pi
2
)).]
Esercizio 8. Risolvere
y′ =
e2y + 1
ey
· 1
1 + x
.
[Sol.: Si ha arctan(ey) = log |1 + x|+ c. Ponendo c = log k con k > 0, si ha arctan(ey) = log(k|1 + x|).
Dunque y(x) = log tan log(k|x+ 1|), k > 0.]
Esercizio 9. Risolvere
y′ =
y + xe−y/x
x
.
Esercizio 10. Determinare le soluzioni stazionarie di
y′ =
1
2
(sinx cosx)y − sinx cosx
y
.
Determinare inoltre la soluzione che soddisfa la condizione iniziale y(pi
2
) = 3.
[Sol.: Le soluzioni stazionarie sono y(x) = ±√2.
Le soluzioni non stazionarie soddisfano
|y2(x)− 2| = e 12 sin2 x+c.
Per avere la condizione iniziale soddisfatta deve essere c = log 7− 12 . Dunque:
y(x) =
√
2 + e
1
2
sin2 x+log 7− 1
2 .]
Esercizio 11. Risolvere {
xy′ = y + 2x
y(1) = 0.
[Sol.: y(x) = 2x log x con x > 0. ]
Esercizio 12. Risolvere il problema di Cauchy{
y′ = −xy + (1− x)exy2
y(0) = 2.
Esercizio 13. Determinare le soluzioni di
y′ =
y
x+ 1
+
(y
x
)2
x > 0.
Esercizio 14. Determinare b(x) in modo tale che
y′ = (sinx cosx)y + b(x)y2
abbia come soluzioni stazionarie y(x) = 0 e y(x) = −2. Determinare poi tutte le altre soluzioni
dell’equazione con il b(x) trovato.
[Sol.: Perche´ ci siano due soluzioni stazionarie dobbiamo avere b(x) = k sinx cosx. Imponendo che
le soluzioni stazionarie siano y(x) = 0 e y(x) = −2 deve essere b(x) = 12 sinx cosx. Con tale b(x) le
soluzioni non stazionarie dell’equazione soddisfano∣∣∣∣ y(x)y(x) + 2
∣∣∣∣ = ce 12 sin2 x.
Queste soluzioni sono espresse in forma implicita. ]
Esercizio 15. Risolvere
x2y′ = y(y + x).
